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Tests d'hypothéses

Un test statistique est un procédé qui permet de décider entre deux ou
plusieurs hypothéses sur une population selon les résultats obtenus a partir
d'un échantillon de cette population.

Généralement, on teste une hypothése sur laquelle on se demande si les
données observées fournissent une évidence suffisante pour la rejeter, sinon
elle est retenue.

= Cette hypothése s'appelle |"hypothése nulle et se note Hp.
Par exemple, si le test concerne la valeur d'un paramétre 6, cette hypothése

nulle peut s'écrire
H() 10 € @0 (1)

ol ©g est I'ensemble de valeurs supposée du paramétre 6 selon Hy.
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Tests d'hypothéses

Toute autre hypothése qui différe de I'hypothése nulle s’appelle
I'hypothése alternative (ou contre-hypothése) qui se note Hj.
L'hypothése nulle est donc testée contre |'hypothése alternative.

Une hypothése est dite simple si elle ne contient qu'un seul élément, ce qui
est généralement le cas pour Hy : 6 = 6y ; sinon elle est composite.

L’hypothése alternative est généralement composite
Hi:0 €0, (2)

avec ©1 un sous ensemble de |'ensemble des paramétres disjoint de 6.
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Tests d'hypothéses

H; se raméne souvent aux trois cas suivants

°H1:9<00,
9H1:9>90,
9H1:97£00.

Dans les deux premiers cas, le test est dit unilatéral et dans le dernier le
test est dit bilatéral.
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Région de rejet d'un test et erreurs

Région de rejet d'un test

Soit X une variable aléatoire et X’ I'ensemble de ses valeurs. Le test
s'effectue en trouvant un sous-ensemble R C X" appelé la région de rejet.
Ainsi, si X € R, I'hypothése nulle (Hp) est rejetée, sinon, elle est retenue.
Cette région se définit sou la forme suivante

R={x:T(x)>s} (3)

ot T est une statistique de test et s un seuil.

= Le probléme en test d'hypothése est donc de trouver une statistique de
test convenable et une valeur convenable pour le seuil de rejet s

Faicel Chamroukhi (UTLN/LSIS) Statistique inférentielle 2014/2015 7 /18



Région de rejet d'un test et erreurs

Bien sur, en effectuant un test d'hypothéses, on peut se tromper en
rejetant I'hypothése nulle ou en I'acceptant.

I existe donc deux types d'erreur : I'erreur de premiére espéce (dite
aussi erreur de type |) et I'erreur de deuxiéme espéce (dite aussi erreur
de type I1).

Erreur de premiére espéce

L'erreur de premiére espéce correspond au cas ou |'on rejette Hp (décider
Hy) alors que celle-ci est vraie.

Erreur de deuxiéme espéce

L'erreur de deuxiéme espéce correspond quant a elle au cas ou I'on rejette
Hy (décider Hp) alors que celle-ci est vraie.
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Erreurs et risques suite a un test
Les décisions possibles sont récapitulées par le tableau suivant.

] Décision\ Vérité H Ho \ Hq
Ho décision correcte erreur de deuxiéme espéce
Hq erreur de premiére espéce décision correcte

Table : Récapitulatif des décisions en test d’hypothése
Pour chacune des deux erreurs, on associe un une probabilité (un risque).
Définition : risque de premiére espéce
Le risque de premiére espéce est notée a. Il représente le risque de rejeter

Ho a tort. Des valeurs de ce risque sont 1%, 5%, 10% qui correspondent
aux niveaux de confiance 99%, 95% et 90%.

Définition : risque de deuxiéme espéce
Le risque de deuxiéme espéce représente quant a lui le risque de retenir Hy
a tort. Il est noté 3.

4

Faicel Chamroukhi (UTLN/LSIS) Statistique inférentielle 2014/2015 9 /18




Erreurs et risques suite a un test
Définition : niveau de confiance du test

Le niveau de confiance du test est donc 1 — a qui correspond a retenir Hy a
raison. )

Définition : puissance d'un test

La puissance d'un test est la probabilité de rejeter |'hypothése nulle a
raison. La puissance du test est donc le complément de |'erreur de
deuxiéme espéce et est donc égale 3 1 — .

On peut résumer cela par le tableau suivant :

’ Décision\ Vérité H Ho ‘ Hq ‘
Ho niveau de confiance 1 — « risque 3
Hq risque « puissance de test 1 — 3

Table : Récapitulatif sur les risques associés a un test d’hypothéses
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Statistiques de test

Le choix de la statistique de test et de la région de rejet s'effectue de facon
a maximiser la puissance du test 1 — 3 pour un risque de premiére espéce «
fixe.

Test du rapport de vraisemblance (ou Test de Neyman-Pearson)

Si I'on se place dans le cadre d'un test entre deux hypothéses simples
Ho:0 =09 versus H;p:0 =0,

Le théoréeme de Neyman et Pearson montre que le test du rapport de
vraisemblance est le test le plus puissant avec un risque «. Selon ce test, la
région critique (de rejet) optimale est définie par

. L(61;x)

R:{x.m>sa}

avec L(fy; x) étant la vraisemblance de 6, pour x. Le seuil de rejet s,, qui
dépend de «, est déterminé par v = Py, (X € R).

v

Faicel Chamroukhi (UTLN/LSIS) Statistique inférentielle 2014/2015 12 /18



Test du rapport de vraisemblance (ou Test de
Neyman-Pearson) |

Exemple :

Soit un échantillon d'observations i.i.d. (x1,...,x,) ot X; ~ N (xi; , 02)
supposons que la variance o2 est connue et que |'espérance p est inconnue
Considérons le test

Ho:p=po versus Hi:p=pu1,

avec i < i1
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Test du rapport de vraisemblance (ou Test de
Neymmisﬁeblasmﬂ)iel s pour I'échantillon x = (xg, ..., x,) est

L(wix) = _HleXp [—; (XI_N>2]

10 2 o
I I (4)
(o2vamn D &g T

le rapport de vraisemblance est don donné par

1 n n
L(Mo; x) = exp [MZ (Nl - MO) ,-Z:;Xi - 252 (,u% — ,u%)] (5)

Donc, en prenant le logarithme, % > s, est équivalent a

2
o (1 + o)
n(p1 — po) 2
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Test du rapport de vraisemblance (ou Test de
Neyman-Pearson) |ll

On a vu que cette cste qui dépende a est déterminé par v = P (X € R)
qui vaut dans ce cas o = P, (X > cste)

La région de rejet du test est donc donnée par

R:{x:>'<>,u0—|—u%%} (6)
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Test de Wald |

Soit 6 un paramétre et soit © un estimateur de ce paramétre et soit &
I'écart type de cet estimateur ©. Considérons le test

Ho . 0:90 Vversus H1 197590,

Supposons que 6 est asymptotiquement normal : M L) N(O, 1).

var(®) n—oo

Dans le test de Wald, la statistique de test est donnée par
© — b

A

var(©)

(7)

A

ou y/var(©) représente |'écart type de I'estimateur. Le test de Wald
consiste & comparer cette statistique a la loi normale centrée réduite. Il
consiste alors a rejeter Hyp si

(© — o)

var(©)
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Test de Wald 11

ol U, est le quantile d’ordre o/2 de la loi normale centrée réduite.

Exemple : Cas d'un grand échantillon Gaussien

Ho : pv=po versus Hi:p# po,

lorsque o est connue

la statistique de test sous Hy dans ce cas est donnée par

X — o
U=—% (8)
/n
On sait que U ~ N(0,1)
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Test de Wald Il

On rejette donc Hy si

ol ug est le quantile d'ordre o/2 de la loi normale centrée réduite
ou par équivalence : rejeter Hy si

P_(—uo’ >U%

Vn

Faicel Chamroukhi (UTLN/LSIS) Statistique inférentielle 2014/2015 18 / 18



	Tests d'hypothèses 

