Université de Caen Examen du 06 décembre 2021. Durée 2h Probabilités et Statistique 3
UFR des Sciences Par Faicel Chamroukhi L3 Maths-MIASHS

Consignes : Documents interdits. Composer avec un stylo. La feuille double doit porter vos nom, prénom, et signature,
cachés par collage. Numéroter les éventuelles feuilles intercalaires. Toute réponse doit étre justifiée.

Solution 1

1. Ce tableau représente la loi de probabilité du coupe (X,Y), donc la somme de toutes les probabilités contenues
dans le tableau doit étre égale a 1 (propriété de loi de probabilité du couple). La somme vaut 0.95 + «. Donc

o = 0.05.

2. La loi marginale de X est obtenue a partir de la loi jointe du couple par

yeY (Q)

Par exemple pour z = =2, on a P(X = =2) =P(X = -2,V = -1)+P(X = -2, Y = 1)+ P(X = -2,Y =
2) = 0.2+ 0.2+ 0.05 = 0.45. Ceci correspond a la somme des colonnes du tableau de la loi jointe pour la ligne

correspondant a x = —2. Idem pour les autres valeurs de X. La loi de X est donc donné par : On peut vérifier

T —2 0 1
P(X =2x) | 045 | 0.25 | 0.3

que la somme des probabilités fait 1.

3. De la méme fagon, on obtient la loi marginale de Y donnée par

z€X ()
Ceci correspond a la somme des lignes du tableau de la loi jointe pour chaque ligne correspondant a la valeur de

Y.

y 1] 1] 2
P(Y=y) | 050302

On peut également vérifier que la somme des probabilités fait 1.

La loi jointe et les lois marginales peuvent donc étre données sous forme du tableau suivant

’ P(X =2,Y =y) Hy:—l‘y:l‘y:QH Loimarginale]P’(X:a:)‘
r=-2 0.2 0.2 0.05 0.45
x=0 0.1 0.1 0.05 0.25
=1 0.2 0 0.1 0.3

| [ o5 [ o3 | o2 | ! |

4. Les variables X et Y sont indépendantes si et seulement si pour tout x € X(2) et y € Y(Q), P(X = z,Y =
y) = P(X = 2)P(Y = y). Pour montrer que les v.a. ne sont pas indépendantes, il suffit donc de trouver un
contre exemple. On remarque dans le tableau de la loi jointe que P(X = 1,Y = 1) = 0, alors que d’apres les lois

marginales de X et Y, P(X = 1)P(Y = 1) = 0.3 x 0.3 # 0. Les deux variables ne sont donc pas indépendantes.



5. On utilise la définition de la loi conditionnelle (regle de bayes) P(X = z|Y = 1) =

P(X=z,Y=1)
P(Y=1)

tableau de la loi jointe du couple qui donne P(X = z,Y = 1) et le tableau de la loi marginale de Y (qui donne

. D’apres le

P(Y = 1) = 0.3), la loi conditionnelle P(X = x|Y = 1) se résume dans le tableau suivant

T —2 0 1

PX=zY=1) || 32=2| 0l = =0

(=)
[ V)
(=)

e
w
o
w
W=

. L’espérance conditionnelle est obtenue en appliquant la définition, c’est-a-dire

EX|Y =1 = Y aP(X =afy =1)
reEX
2 1
= —2xZ40x-+1x0
><3+ ><3+ X
_ 4

. Pour calculer E[X|Y # 2] on utilise la définition de I'espérance conditionnelle :
EX|Y #2] = > zP(X=zlY #2).
z€X(Q)
On doit donc d’abord calculer P(X = z|Y # 2). En appliquant la régle de Bayes, on a

P(X =2,Y #2)
P(Y #2)

Or I’évenement {Y # 2} = {Y = -1} U{Y = 1} avec une union disjointe. Donc

P(X =Y #2) =

P(X=2,Y #2)=P(X =2,Y =—1)+P(X =2,V = 1)

ainsi que

PY#2)=PY =-1)+P(Y =1)
Donc

B PX=2Y=-1)+PX=2Y=1) PX=zY=-1)+PX=2Y=1)
P(X =z|Y #2) = PY = —1)+P(Y =1) B 0.8

En appliquant cette formule, d’apres le tableau de la loi jointe du couple (X,Y), on obtient la loi conditionnelle

résumée dans le tableau suivant :

T -2 0 1

]P)(X _ CC|Y # 2) 0%—;02 — 0.1-?-0.1

o=
o
oo
=
(o=}
o
=

Attention! P(X = 2|V #2) #1 —P(X = z|Y = 2). Ici, par exemple si on prend 2 = —2, on a
P(X =-2,Y =2)

1-P(X =2y =2) = 1-

P(Y =2)
_ o1 0.05
0.2

_ 3

4
alors que P(X = —2|Y #2) = 3.
On en déduite ensuite ’espérance conditionnelle :

EX|Y #2] = > aP(X=z|Y #2)

zEX ()

1 1 1
_2X§+0XZ+1XZ
3

1



8. On applique la propriété de l'espérance (formule de transfert) : pour toute fonction ¢, on a

Ep(X,V)]= > > ¢l@yPX=2Y=y)

TEX(Q) yeY (Q)

Pour le cas particulier de la v.a produit, on a donc ¢(X,Y) = XY. Donc

E[XY] = Z Z yP(X =z, =vy)

TEX () yeY (Q)

Le tableau suivant donne les calculs intermédiaires de zyP(X = z,Y = y) On obtient ainsi E[XY] = —0.2

’J;yIP’(X:x,Y:y) H y=-—1 ‘ y=1 ‘ y=2 ‘
r=-2 2x02=04 —2x02=-04 | —4x0.05=-0.2
x=0 0x0.1=0 0x01=0 0x005=0
r=1 —-1x%x0.2=-0.2 1x0=0 2x01=0.2

9. On sait que Cov(X,Y) = E[XY]-E[X]E[Y]. On calcule donc les espérances E[X] et E[Y] en utilisant la définition

de 'espérance :

EX] = > 2P(X=u)
zeX
= —2x045+0x025+1x0.3

= —0.6

De la méme fagon

EY] = —-1x05+1x03+2x0.2
= 0.2

On obtient finalement Cov(X,Y) = —0.2 — (—0.6) x 0.2 = —0.08.
Solution 2
1. La densité de X est
fx(x) = /Z faxn (@, y)dy, x€R.
On a X(Q2) =[0,2]. Par conséquent, pour tout x ¢ [0,2], on a
fx(x)=0.

Pour tout x € [0,2], on a

* | 1 2
fx(x) = [mf(X,Y)(m,y)dyz/o mfeydyzmx/o eYdy

1 2 1 2 xT
s = sy @ -1 =3
Au final, la densité de X est
Z sixe|0,2],
fX(-T) — 2 . [ ]
0 sinon

2. La densité de Y est

fy(y) = /_ Jxy)(z,y)de, yeR.



On a Y(Q) = [0, 2]. Par conséquent, pour tout y & [0,2], on a

fy(y) =0.

Pour tout y € [0,2], on a

[eS) 2 1 1 9
fr(y) = wa(xyy)(x,y)dx:/o mxeydx:mey/o rda

1, [2?) 1,
= —— <€ —_ = —Q0e".
2(e2 1) 2], e-1

Au final, la densité de Y est
1

fry) =3 € —

0 sinon.

1ey siy€[0,2],

3. En utilisant le résultat de la question 1-, on montre que, pour tout x € Ret y € R, on a

Joxy)(,y) = fx (@) fy ().

Autrement dit, la densité du couple de variables aléatoires réelles (X,Y) est égale au produit des densités

respectives de X et de Y. On en conclut que les variables aléatoires réelles X et Y sont indépendantes.

4. Z =¢€¥.0n aY(Q) =[0,2]. Par conséquent Z(2) = [1,€?]. Pour tout z ¢ Z(Q2), on a

P(Y <z)=0.
Pour tout z € Z(2), on a
v Inz Inz 1 ) 1 il = 2—1
P(Z<z) = P(e’ <z)=P(Y <lnz)= fy(y)dy = 2 _1°¢ dyzeQil[e o —2_1
—o00 0
Au final, la fonction de répartition de Z est
1 . 2
sizell e,
Fr(z)=q <71 el
0 sinon.
Comme ,
z—1 1
e2—-1) e2-1’
la densité de Z est 1
, 5 siz € [1,e%],
fz(2) =Fz(z) =4 ¢ —
0 sinon.
E[Z] = [~ dre L (g L [2]T 2 f @@ e
5. B[Z] =[O 2fz(2)dz = 2= [} zdz= = [7]1 = 2(e2-1) —  2(e2-1) 2
6.
o0 2 2 e? 2 2
+1 1 ec+1
7] = E[Z7%] - (E[Z))? = 2fp(2)dz — [ = 2dz —
vzl = EZ- @) - [ Sree-(5) g [ e (S
2
B 1 zj’e e?+1 2_ eb —1 e +2e2+1 e —3et+3e -1 (-1 (e —1)?
e2-113], 2 ~3(e2 1) 4 B 12(e2 - 1) Co12(e2 1) 12
Remarque : On peut aussi sans faire de calcul dire que d’apres sa densité, Z est uniforme sur [a = 1,b = ¢?],
donc son espérance vaut %“’ = % et sa variance vaut % = @

Solution 3



1. L’EMV de 0 est défini par
0= argmeaxlnL(Q),

ol In L(0) est la log-vraisemblance de 6 qui, par indépendance et distribution identique de 1’échantillon, s’écrit :

InLO) = WmP(Xy=x1,...,Xn =z 0 1ogHJP> =10
= log[Jo" (1 —0)—)
=1

= le log 6 —|—Z(1 —x;)log(1 —0). (1)
i=1 i=1

Sa dérivée, ainsi donnée par
n

3111[/ 7%2 — Z(]-_xi)a (2)

s’annule lorsque (en multipliant par 6(1 — 6) des deux cotés de I’ egahté)

%in_]_iiﬂz(l_xi) =0
i=1 i=1
(1—9)%1@—9%(1—3?0 =0
i=1 =1
zn:xi —nf = 0
i=1

. %in. (3)

L'EMV 6 correspond a la moyenne empirique X ,.

2. On a IE[@] =E[LY"  X;]=1Y" E[X;] = 6 (Vespérance de X; ~ B(6) est ). L’estimateur 8 est donc sans
biais.

3. Sa variance est Var(d ) Var(1 30 X;) = 5 Y0 Var(X;) = Lnb(1 - 6) = @ (la variance de X; ~ B(#)
est (1 — ) et ’échantillon est i.i.d).

* Question non posée : Pour tout estimateur sans biais de 6, la variance minimale est donnée par la borne inférieure

de Cramer-Rao. Soit B cette borne a calculer. Celle-ci est définie par

()

On a
9%In L(0) 0 0olnL(O)y 01 n ' 1 & R n
Sl ) G e e A CD DR e DGR} :
5| T ) = LB e LB =30 s Y -0 = - gy

([Z50)) " - - (5-1ty) - (MUrls) -2l

Par conséquent, la borne inférieure de Cramer-Rao est égale a la variance de 'TEMV 6. Ce dernier est donc efficace

pour 6.

2
Remarque : On aurait pu aussi utiliser la forme B = (nE {(‘Wgé_m“g)) } ) ou encore B = — (nE [(W)D

9(1—6)

4. 0 est sans biais ; de plus, on a lim, . Var(a) = lim,, oo = 0. Il est donc convergent.

5. D’apres le TCL, la suite de v.a. (X,,),en+ converge vers une v.a de loi normale N(E[X ], V(X,,)). Donc la loi
limite de 6 = X, est NV(6, W).



